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Algebratsche beschouwinged bij de herleiding van wortelvormen

%1. Inleiding.

et e 4y

De veel gesmade herleiding van V542 VG en de tot traditie ver-
starde, haast magische wet: "wortels ult de noemer verdrijven" zign
te begrijpen vanult het standpunt deze vormen eenvoudilg numeriek te
bzpalen als een tabel van de wortels ult de natuurlijke getallen voor-
handen is,

Door adjunctie van de wortels ult prilemgetallen, al dan niet ge-
combineerd met adjunctie van 1, ontstaat een lichaam van algebraische
getallen, waarin leder positief rationaal getal, resp. ieder ratio-
naal getal, een kwadraat is. Dit lichaam is niet algebraisch afgeslo-
ten, zelfs is niet eens ileder getal uit dit lichaam een kwadraat.

Het 1s een deellichaam van het lichaam van de met passer en lineaal
construeerbare getallen.

We zullen ons beperken tot adjunctie van een eindig aantal vier-
kantswortels, van zo'n lichaam is de graad steeds een macht van 2.

é 2. Elementaire theorie. '
Laat K een uitbreiding van het lichaam k van de rationale ge-
tallen zijn. We noemen twee getallen p,qé K equivalent als pq het

kwadraat 1is van een getal uit K.

Stelling 1.
K(Vp) = K(Va) dan en slechts dan als peq.

Stelling 2.
Als VE»ﬁK; dan is ieder element van K(Vp) eenduidig te schrij-
veu als a+b Vp met a,b €K,

Onder H= {hq""’ht} zullen we een willekeurige (niet geordende)
deelverzameling van de indices {1,...,n} verstaan. Als pq...anZK



D

voeren we in ‘Wﬁ —\Vph ph . Als H leeg 1w deflnléren we ‘ﬂﬁ =1.

Het totaal aantal zo td vor’mgu symbolen T is 2"

Stelling 3,

Als p,...p, € K zodat K(\p,1 ..\Giﬂ de graad 2" heeft, zal
ieder getal uit K(Vﬁ . Vp,) éénduidig te schrijven zijn als
s

Oy RH met nHEI{

Stelling 4. ~
Als g €K en Vg QK(qu,_,, Vpn), dan is er een H zodat qrv'meH.

Bewijs.
e e /I

We mogen veronderstellen dat K(qu,,.. Vpn) de graad 2" nheeft
en bewljzen nu met inductie naar n. Voor iedere V(1 &V <n) zijn
er getallcn *yoen 3, € K(\pq,.. Vo, 5o e Vpn) met quoﬁi+/%/va'
Dus . /3, vp € (\pq oV R, Vn ) encdv, =0. Is er een V met 4, =0
dan VQ- ad/t K(V pq,,,,Vb vb ) en de stelling volgt uit de induc-
tie aanname. Als voor alle V geldt /3V¥O kunnen we met een elemen-

taire berekening ult \q /%,Vb voor alle YV concluderen dat

Va= =434 p,l...p .

Gevolg., Kiezen we K=k en voor D4sPosees of de rij van de priemge-
tallen of deze rij voorafgegaan door -1, dan heeft k(qu,..,\p ) de
graad ol

Bl) de herleldlng van wortelvormen valt het op dat 3+2\/6 geen
kwadraat is in k(V6), maar wel in k(V V6 \2) k(V6 \3). We vragen ons
nu af in hoeverre een getal dat geen kwadraat 1s in een of ander
lichaam een kwadraat kan worden door adjuncties van wortels uit het
grondlichaam,
Stelling 5.

Als o(éL:K(Viq,”,Vén) een kwadraat is in L(Vaq,... V&F) met
qPEI{danjseawemagetal q €K zodat ot reeds kwadraat is in L(Vq).

Bewil s,
Uit Yot € L(Va,,... Va,) volgt Vei=s3 \'ql ..qy met AEL (zie
stelling 4), Dus is o reeds kwadraat in L(% q)qm@t thl cea0y . We

merken op dat zelfs gov reeds in L een kwadraat is. 1 g

Voorbeelden.
9 + 4V5 = (2+ \/5)2
5 + 2 V631044 V6 = (2+V6)2. 5126 = (Vé+v§)2
2 + V3 ki V3 o (14V3)° 2+V3 = (3 V2 + $V6)2
18 + 6 V5 -5612VE = (14V5)% 18465 = (V3+ V15)°
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We bezien nog ever “a+bVc. Is er cen qf K met
~ I ""
ga + gb Ve = (x+y Ve)©, x,y €K
i

dus % + cy” = qa
2xy = gb,

. I S
(2x“-q2)° = q(a“-b°c).
r) oy fj
Stel nu a”-b-c=d”

2x2—qa = + qd
= X
(2x)“=2q(a+d).

Steeds g zo te kiozen dat x hieruit rationsal op te lossen 1s.

Opmerking. Z1iin a,b,c gehele rationale getallen, dan kunnen we vcor
") L» p ¥ £ - - ¥
T ~y 2
q cteeds een deler van B(ac-d“)=2b ¢ kieczen,

Over het algemene geval is welnip te zeggen. Voldoende is om
te onderzoeken of o z,:‘aH'Wﬁ een kwadraat 1s van een getal

§:J:MXH “H alle ult K(qu;...\'pm).
2 SR . - A
Co= X, X i = 7 KK, TC . A1s i
s~ "KLK L e K™L K ML KUL-KMNL .

’ KL K,L :
De vergelijkingen worden

S WQ ' (RN

/XX XKML = %H K L-KL=H.

Dit wordt een gecompliceerd stel kwadrgtische vergelljkingen,
Voorbeeld., :x:jé - A6 4 14 Vg - 6\/30.

Vaak beter aan te pakken door x+y\/é te zoeken met (x+y V%)E: ooen
X,y e k(N E).

Opmerking. Vé met p €k wordt slechts dan een kwadraat in k(\p,ﬁ&)
als p=-1 en g=2,

Merkwaardig i1s de situatie in andere dan het rationale lichaam. In
een priemlichaam met p elementen wordt na adjunctie van \55, waar £
eer niet rest is, leder element ult het oorspronkelijke lichaam
een kwadraat. In een lichaam van p-adische getallen (p#2) wordt na
ad unctic van V@ en \fi leder element van het oorspronkelijke
lichaam kwadraat.

& 3. Galolstheorie.

We schetsen in grove lijnen de Galolstheorie.
1. Als f(x) irreducibel van de graad n is en £(\W)=0, dan is K(\7) een
algebralsche uitbreiding van de graad n. Deze uitbreiding (en f(x))
heet normaal als f(x) in K(V) volledig in lineaire factoren uiteen-



valt.

2. De Galoisgroep van een normale vergelijking heelft de graad n.

3. Het "lattice" van de ondergroepen van de Galoisgroep en dat van
de tussenlichamen tussen K en K(17) zign duaal. Bij iedere ondergroep
hoort het lichaam van de onder deze groep invariante elementen,

L. De graad van de uitbreiding en de index van de corresponderende
ondergroep zijn gelijk.

Stelling 6.

U=Va+b Ve is te schrijven als V%+-V& als UV wortel is van een nor-

mgle vierdegraads vergelijking.

[}
2—b‘c):O. We ontbinden

Bewijs. ﬁ'voldow an2x4—28x2+(a
~-bcc

(- 7Y (30 V7)) (- 7z —) . .

De vergelijking is normaal als ae-b o:dg.

De Galoisgroep bestaat dan uit

E identiteit .

AU e VU Il (VU =a)
/

B Vo oe— 17’ - e—s - v

AR T e—s -V 2 e V!

Pe Galoisgrocp heeft drie ondergroepen van index 2, Er zijn dus zeker
twee (zelfs drie) onderlichamen van K(VJ) met de graad 2, hiervoor
kunnen K(Ve) en K(VF) met f=2(a+d) of 2(a-d) gekozen worden. Dan zal
K(Ve,VE)=K(¥) en dus \7;ao+aq\/é+ag"i+as\cf

4, Derde wortels.

De methode van Cardanus voor de oplosging van X3+c£x+/3=0 voert
op natuurlijke wijze tot vormen als Skz‘@/a+&)vzu W kunnen ons de
vraag stellen of deze vorm te schrijven is als u+v vé. Schrijgven we
eenvoudig a+¢>vz=(u+v\/2)3 en stellen we vergelijkingen voor u en v
op dan komen we tot een derdegraadsvergelijking, die opgelost via
Cardanug_tot 0ot de oude vormen terugleldt
Als \} a+b Ve=u+v Ve dan ook \3 a-bVc=u-v Ve en dus moet a“-b%c cen
derde macht van een getal 1n het grondlichaam zijn, stel dus ag~b c= dB.

Verder moet ook T= ¥} a+b Ve + ‘é/a b Ve=2u in het grondlichaam lig-
gen., We merken op dat T voldoet aan

23 - 3dz - 2a = 0,

Een verdere voorwaarde is dus dat deze vergelijking een wortel in het
grondlichaam heceft. De beide andere wortels zijn dan
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SR =
}mlfﬁ’a+b\/c+ 3 ‘é’a b»% en Té=€2 \é/;+b\/c+ﬁéyamb\/é met £5=1
en alle wortels moeten liggen in K(\/—Sc).

2

Voorbeelden,

R ——

3/7 5\ 2 We berekenen agabgc = 49-50:(—1)3, dus d=-1, De ver-
gelijking 23+3z-14=0 heeft een wortel z=2,
We vinden dus u=1 en dan eenvoudig v=-1.

W 75V2 = 4 - V2

Blzonder eenvoud;g_ls het probleem voor

- Va s b V3

f’voldoet aan x6a23x3+32+3b2=0. Als € herleidbaar is dan moet ae+3b2
een derde macht zijn en deze vergelijking normaal,



